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Pauta Prueba N°1
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(a) Determine A™ y B", si n es un entero positivo, y verifique que

2A" — B" = I,.

Sugerencia: Calcule A" y B"™ para n = 1,2,3 y 4. Luego, generalice para
cualquier n.

(b) Encuentre la inversa de (A + B). Use lo anterior para resolver la ecuacién
Ax =b — Bx

Solucién:

Considerando n = 2, 3,4, obtenemos:

o (1 2] 5 3] 14
A_{01}’A_01YA—01'

Respectivamente,
1 4 16 18
2 _ 3 _ 4 _
B _{O 1],8_{0 1]}/8_[0 1].(3puntos)
En general,

n |1 n n |1 2n
A _{O 1]yB _{O 11.(3puntos)

Luego,

W o [220] 1 20] [1 0
2A" — B _{O 21 [0 1]_[1 O] .(4 puntos).
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Para la parte b), tenemos que A + B = [
(5 puntos).



La ecuaciéon Ax = b — Bx es equivalente a (A + B)x = b.
Luego, multiplicando por (A + B)~!, obtenemos :

x=(A+B)'b= [

2. Sean
1 2 k x 1
A=12 5 1| ,x=|y| yb= k
1 k£ 2 z k+1

(a) Calcule |A|. Con lo anterior, determine los valores de k para los cuales A es
invertible.

(b) Considere el sistema Ax = b. Determinar el o los valores de k para que el sistema:
i. Tenga solucion unica.
ii. Tenga infinitas soluciones.
iii. No tenga solucion.
(¢) Resolver el sistema para k = 1.

Soluciodn:
Para la parte a), calculamos |A|.

Usando la regla de Sarrus obtenemos que :

1 2 k|1 2
|Al=12 5 1|2 5
1 k 2|1 k
=10+ 2+ 2k* — (5k + k + 8)
=2(k—2)(k—1)
Usando operaciones elementales:
1 2 k
|Al=12 5 1
1 k 2
1 2 k
=10 1 (1 —2k)
0 (k—2) (2—k)

=2—k—(k—2)(1-2k)
=2(k —2)(k —1).(5 puntos).



Luego, como |A| = 2(k —2)(k —1), la matriz A es invertible siy sélosi k #2y k # 1.
(5 puntos).

Para la parte b), tenemos dos soluciones:

e Solucién 1 .
Usando la parte a), si k # 2 y k # 1 entoces A es invertible y por lo tanto el
sistema Ax = b tiene solucién tinica x = A~'b.(5 puntos).

Analizamos los otros casos:

Si k = 2, la matriz ampliada asociada al sistema esta dada por:

1 2 21 1 2 2|1
25 1|2 ~101 =30
1 2 23 00 0]2

Luego, como p(A) < p(A|b), el sistema no tiene solucién. (5 puntos).

Si k=1, tenemos que

1 2 2|1 1 2 1|1
2511 |~101 —-1]-1
11 2|2 00 0O

Luego, p(A) = p(Alb) = 2 < 3 = ntmero de variables, lo que implica que el
sistema tiene infinitas soluciones.(5 puntos).

e Solucion 2 .

Consideramos la matriz ampliada

1 2 k 1
~ 101 1 -2k k—2 (8 puntos).
0 0

12 &
2 1
1k 2 2k —2)(k —1) | —(k — 4)(k — 1)

T O DN

1
k
kE+1
Luego, si k # 1y k # 2, entonces p(A) = p(A|b) = 3 = numero de variables y
por lo tanto el sistema tiene solucién tinica. Si k = 1, aplicando el mismo anélisis
hecho antes, el sistema tiene infinitas soluciones. Analogamente, si k = 2, el sis-
tema es inconsistente.(7 puntos).

Para la parte c¢), Si k = 1, tenemos que

1 2 2|1 10 3] 3
2511 ~101 —-1]-1
11 2|2 00 0O



Luego, x + 32 = 3y y — 2 = —1. Haciendo z = t tenemos que la solucién al
sistema esta dada por

r = 3-—3t

y = —1+t¢

z = t

donde ¢ es cualquier nimero real.(5 puntos).

3. Se dispone de tres cajas A, B y C con monedas de 1 euro. Se sabe que en total hay 36
euros. El nimero de monedas de A excede en 2 a la suma de las monedas de las otras
dos cajas. Si se traslada una moneda de la caja B a la caja A, ésta tendra el doble de
monedas de B. ;Cudntas monedas habia en cada caja?

Solucién:

Definiendo:

x = numero de monedas en la caja A
Y numero de monedas en la caja B
z = numero de monedas en la caja C

tenemos el sistema

r+y+z = 1
r = y+z+2
r+1 = 2(y—1)

Por plantear bien el sistema ,5 puntos. ( 1 punto por la primera ecuacién y 2
puntos por cada una de las restantes).

El sistema anterior es equivalente a

r+y+z = 36
rT—y—z = 2
r—2y = =3

cuya matriz ampliada es

1 1 1|36 11 1]36
1 -1 -1 2 ~ 101 1|17 |,
1 1 0|-3 00 1]6
lo que implica que z = 6 y por lo tanto y = 11 y = = 19. (5 puntos)



